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Matematikten Sanata Yansimalar: M.C. Escher

Yrd. Dog. Dr. Yasemin Erkan Yazici

Ozet

Matematik ve sanat ilk bakista iki uzak calisma alani gibi gériinseler de, ikisi de insanin
dogay! anlama ve ifade etme cabalarinin Grlnleridir. Matematik dogayi semboller,
sayllar ve denklemlerle zarifce soyutlamakta ve yorumlamaktadir. Sanat ise ayni isi
resimler, heykeller ve kompozisyonlar araciliiyla yapmaktadir.

Maurits Cornelis Escher, matematikten ilham alan ve diizlemin simetri operasyonlari ile
bélinmesi ve mimkiin gérinmeyen mekanlara odaklanan sanat eserleri ile gerek
matematikgiler ve gerekse sanatgilar icin bir ikon olarak kabul edilmektedir. Bu makalede
Escher'in eserlerinde diizlemsel simetri gruplarinin kullanimi ele alinmaktadir.

M.C. ESCHER: REFLECTIONS FROM MATHEMATICS TO ART

Abstract

Although, mathematics and art may seem like two distant fields of study at the first
glance, they are both products of man’s struggle to undertand and express nature.
Mathematics, elegantly abstracts and interperets nature through the use of symbols,
numbers and equations, whereas art does the same through the use of paintings,
sculptures and compositions. Mauirts Cornelis Escher has been considered as an icon for
mathematicians and print artists alike for his mathematically inspired artworks which
focused on divisions of planes with symmetry operations and impossible spaces. This
paper reviews the use of plane symmetry groups in Escher’'s works.
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1. Giris

Matematik, matematik terimleri sézligiinde; "bicim, sayr ve
cokluklarin yapilarini, 6zelliklerini ve aralarindaki iliskileri us bilim yoluyla
inceleyen ve sayi bilgisi, cebir, uzay bilim gibi dallara ayrilan bilim" olarak
tanimlanmaktadir (Hacisalihoglu ve dig., 2009).

Sanat ise; Turk dil kurumu sézligiinde, “bir duygu, tasari, gizellik
vb.nin anlatiminda kullanilan yéntemlerin tamami veya bu anlatim
sonucunda ortaya cikan dstlin yaraticilik” olarak tanimlanmaktadir
(tdk.gov.tr). Sanatin taniminda gecen “kullanilan yéntemlerin tamami"
ifadesi, “bir olay veya nesneye olabildigince cok agidan bakabilme”
matematiksel dlsiince yapisi ile ortlismektedir. Resim sanati oran-
orantiyr ve geometriyi dogal bir bicimde icinde barindirmaktadr.
Matematiksel sanat (Math Art) veya tlretmeye dayali sanat (Generative
Art) ile ugrasan sanatcilar eserlerini Gretirken, matematikteki simetri,
seriler, fraktallar ve istatistik gibi kuramlardan yararlanmaktadir.

Boyutlar ve boyutlar arasi geciste sanatsal bir yon arandiginda
M.C.Escher ismi ile karsilasiimaktadir. Resim ve matematigi birlestiren
eserleriyle taninan Maurits Cornelis Escher, matematiksel sanat alaninda
calisan 6ncli sanatgilardandir. Bu galismada, M.C. Escher'in kullandigi
diizlemsel simetri sistemi eserlerine atifta bulunarak ele alinmaktadir.

Simetri: Diizlemsel Simetri Gruplan

Simetri; sanatta, bir muntazamlik veya estetik olarak hosa giden bir
orantililik ve denge olarak; matematikte ise, kesin ve iyi tanimlanmig
bicimsel sistemin kurallarina uygun bir denge ve orantililik olarak
tanimlanabilir. Matematikte bir nesnenin simetrik olarak kabul
edilebilmesi icin, matematiksel bir isleme tabi tutuldugunda bu islemin
nesneyi ve gorinlsiini degistirmemesi gerekir. Verilen bir dizi
matematik islem sonucunda (6teleme, dénme, yansima) bir nesneden
digeri elde edilebiliyorsa (veya tersi) iki nesnenin birbirine gére simetrik
oldugu soylenebilir (Mainzer, 2005).

Simetri 6rlintlleri, birden fazla yonde diizenli araliklarla tekrar eden
motiflerden olusmaktadir. Simetri &rlntilerinin Gzerine kuruldugu

yapiya “ag" adi veriimektedir. Ag, bir baslangic noktasi ve farkli yénlere
sahip T1 ve T2 &teleme vektorleri ile tanimlanabilir (Sekil 1). T1 ve T2
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vektorleri ile olusan paralelkenarlar agin birim hicreleri olarak
adlandinimaktadir. Bircok duzlemsel simetri grubunda orilintliyi
tiretmekte kullanilan bélge, birim alandan kiiglik olmaktadir (Lockwook
ve Macmillan, 1978).

Sekil 1: Duzlemsel simetri grubu agi ve 6teleme vektorleri

Ag ile belirtilen sekilde tekrar eden herhangi bir motif
olusturulmasinda  kullanilabilir.  Diizlemsel simetri  gruplarinin
olusturulmasinda paralelkenar, eskenar dértgen, kare, dikdoértgen ve
altigen olmak tizere 5 farkli ag tipi kullanilabilmektedir (Schattschneider,
1978: 441) (Sekil 2).

Sekil 2: Diizlemsel simetri gruplarinda kullanilan ag tipleri ve birim hicreleri

Bir motif, “6teleme”, “yansima”, “dénme” ve otelemeli yansima”
islemleri ile &riintii icerisinde baska bir konuma getirilebilir. Oteleme
isleminde motif, diizlem (izerinde bir dogrultu boyunca kaydinimaktadir.
Ddnme isleminde motif, diizlem lizerinde bir nokta etrafinda dairesel bir
hareketle dondiriilmektedir. Yansima isleminde motif, dlizlem Uzerinde
tanimlanan bir dogrultuya gére yansitilmaktadir. Otelemeli yansima
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isleminde motife ayni anda Oteleme ve vyansima islemleri
uygulanmaktadir (Coxeter, 1969) (Sekil 3).

Oteleme Dénme

Yansiuma Otelemeli Yansima

Sekil 3: Diizlem izometrileri

Simetri  orlintilerinde 17 farkh dizlemsel simetri grubu
kullanilabilmektedir. Simetri gruplari, bu gruplarda kullanilan ag tipleri ve
turetimde kullanilan bolgeler asagidaki tabloda 06zetlenmistir
(Schattschneider, 1978: 447) (Tablo 1 ve Tablo 2).

p1 simetri grubu sadece 6telemelerden olusmaktadir. Bu simetri
grubunda yansimalar, dénmeler veya Otelemeli yansimalar
bulunmamaktadir.

p2, p1 grubundan farkli olarak 180 derecelik dénmeler
icermektedir. Bu simetri grubunda da yansimalar ve 6telemeli yansimalar
bulunmamaktadir. Oteleme eksenleri birbirlerine gére farkli agilarda
olabilmektedir.

pm simetri grubu sadece yansimalar icermektedir. Yansima
eksenleri, 6teleme eksenlerinden birine paralel, diger 6teleme eksenine
diktir. Bu simetri grubunda ddnmeler veya Otelemeli yansimalar
bulunmamaktadir.

pg simetri grubu oOtelemeli yansimalar icermektedir. Otelemeli

yansimanin yon, 6teleme eksenlerinden birine paralel digerine diktir. Bu
grupta donmeler veya yansimalar bulunmamaktadir.
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Tablo 1: Duzlemsel simetri gruplar

2 katli donme merkezi (180°)

3 katli donme merkez (120°)

.
A
4 katli domune merkezi (90°) []
6 kath domime merkezi (60°) ®

Yansima ekseni

Otelemeli vansuma eksent |

Tablo 2: Tablo 1'in lejanti
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cm grubu paralel eksenlerde yansimalar ve otelemeli yansimalar
icermektedir. Bu grupta dénmeler bulunmamaktadir. Otelemeler
birbirine gore farkli acilar yapabilmektedir ancak yansima eksenleri
oteleme eksenlerinin aglortayindan gegcmektedir.

pmm simetri grubu birbirine dik yansima eksenleri icermektedir.
Eksenlerin kesistigi noktada 180 derecelik donmeler bulunmaktadir.

Pmg grubu yansimalar ve yansima eksenlerine dik otelemel
yansimalar icermektedir. Yansima eksenlerinin aralarinda ve 6telemeli
yansima ekseni tizerinde 180 derecelik ddnmeler bulunmaktadir.

pgg grubu 180 derecelik dénmeler ve otelemeli yansimalar
icermektedir. Bu simetri grubunda yansimalar bulunmamaktadir.
Birbirine dik oOtelemeli yansima eksenleri bulunmaktadir ve dénme
merkezleri bu eksenler Gizerinde bulunmamaktadir.

cmm simetri grubunda pmm grubunda oldugu gibi birbirine dik
yansima eksenleri bulunmaktadir.

p4 simetri grubunda 90 derecelik ve 180 derecelik dénmeler
bulunmaktadir. 180 derecelik donme merkezleri 90 derecelik dénme
merkezlerinin merkezlerinde bulunmaktadir. Bu simetri grubunda
yansimalar bulunmamaktadir.

p4m grubunda 90 derecelik ve 180 derecelik dénmeler
bulunmaktadir. Bu simetri grubunda 4 yansima ekseni bulunmaktadir.
Yansima eksenleri birbirleriyle 45 derecelik agilar yapmaktadir ve 90
derecelik dénme merkezlerinde kesismektedir. Tim dénme merkezleri
yansima eksenleri lizerinde bulunmaktadir. Buna ek olarak p4m simetri
grubu, 180 derecelik dénme merkezlerinden gegen ve yansima
eksenleriyle 45 derecelik agi yapan iki Otelemeli yansima ekseni
icermektedir.

p4g simetri grubu, p4 grubunda oldugu gibi 90 derecelik ve 180
derecelik donmeler icermektedir. 180 derecelik donme merkezlerinden
gecen birbirine dik yansima eksenleri bulunmaktadir. 90 derecelik
dénme merkezleri yansima eksenleri lzerinde bulunmamaktadir. Buna
ek olarak 4 yénde 6telemeli yansimalar bulunmaktadir.
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p3 simetri grubunda 120 derecelik dénmeler bulunmaktadir.
Yansimalar ve &telemeli yansimalar bulunmamaktadir.

p3m1 grubu yansimalar, 6telemeli yansimalar ve 120 derecelik
dénmeler icermektedir. Yansima eksenleri P31m grubunda oldugu gibi
birbirleriyle 60 derecelik agilar yapmaktadir. Ancak bu grupta bitiin
dénme merkezleri yansima eksenleri lizerinde yer almaktadir.

p31m simetri grubunda birbirleriyle 60 derecelik acilar yapan
yansima eksenleri ve 120 derecelik donmeler bulunmaktadir. Dénme
merkezlerinin bir kismi yansima eksenlerinin tzerinde bulunmaktadir. Bu
simetri grubunda 6telemeli yansimalar da bulunmaktadir.

P6 grubu, 60, 120 ve 180 derecelik dénmeler icermektedir. Bu
simetri grubunda yansima veya 6telemeli yansimalar bulunmamaktadir.

p6m simetri grubunda 60, 120 ve 180 derecelik dénmeler ve
yansimalar bulunmaktadir. Yansima eksenleri donme merkezlerinde
kesismektedir. 60 derecelik dénme merkezlerinde alti yansima ekseni
kesismekte ve aralarinda 30 derecelik agi yapmaktadir. Bu simetri
grubunda o6telemeli yansimalar da bulunmaktadir (Lockwook ve
Macmillan, 1978).

Diizlemsel Simetri Gruplarinin Analizi: M.C. Escher

Hollandali sanatgi Maurits Cornelis Escher (1898-1972); teknik
ressam, kitap ressami, duvar kilimi tasarimcisi, duvar ressami ve baski
ressamidir. Escher’in 1920'de egitime basladigl Haarlem'deki Mimari ve
Dekoratif Sanatlar Ylksek Okulu'ndaki grafik sanatlari 6gretmeni
Samuel Jesserum de Mesquita, yeteneklerinin farkina varmasi ve
gelistirmesi icin destek olmustur. Gengliginde, cogu alisiimadik bir
perspektif kullanilarak ¢izilmis manzara calismalarn ve hayvan, bitki ve
bocekleri konu alan ¢ok sayida taslak lzerinde caligmistir.

Escher'in matematikle tanismasi, 1937'de calismalarini Leiden
Universitesi'nde jeoloji profesérii olan kardesi Berend'in inceleyip, ahsap
baskilari ile kristalografi arasinda bir bag oldugunu goérmesi ve bu
konuda makale énermesiyle olmustur. Escher, Pélya'nin 1924'de yazmig
oldugu dizlemsel simetri gruplan ile ilgili makalesindeki 17 dizlemsel
simetri grubunu incelemistir. George Pdlya, karmasik dongli analizi fizik
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matematigi, olasilik teorisi, geometri ve kombinasyon teorisi ile
ilgilenmis Gnli bir matematikgidir. Escher'in ilgilendigi makalesinde;
permitasyon gruplarinin, organik kimyada izomerlerin tlretilmesi icin
uygulanmasini anlatmakta ve cesitli fonksiyonlarin ispatlarini
yapmaktadir. Escher, kendisinin olusturdugu teknigi kullanarak
matematiksel yaklagimi simetri calismalarina adapte etmistir (ilter, 2003:
3).

Asagida Escher'in simetriyi kullanarak olusturdugu calismalardan
ornekler verilmistir (Schattschneider, 2004: 106-115).

Resim 1: M.C. Escher, Fish/Boat, 1948 Resim 2: M.C. Escher, Flying Fish, 194

Resim 1 ve Resim 2, p1 simetri grubundadir. Resimlerdeki isaretli
alanlara oteleme islemleri uygulanarak biitiin olusturulmustur.

Resim 3: M.C. Escher, Bird, 1937 Resim 4: M.C. Escher, Sea Horse, 1937
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Resim 3 ve Resim 4, p2 simetri grubundadir. Resimlerdeki isaretli
alanlara 180 derecelik dénme islemleri uygulanarak bitiin
olusturulmustur.

Resim 5: M.C. Escher, Winged Lion, 1945 Resim 6: M.C. Escher, Bird/Fish, 1961

Resim 5 ve Resim 6, pg simetri grubundadir. Resimlerdeki isaretli
alanlara 6telemeli yansima islemleri uygulanarak biitiin olusturulmustur.

Resim 7: M.C. Escher, Bat, 1926 Resim 8: M.C. Escher, Beetle, 1953

Resim 7 ve Resim 8, cm simetri grubundadir. Resimlerdeki isaretli
alanlara yansima ve otelemeli yansima islemleri uygulanarak bitiin
olusturulmustur.
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Resim 9: M.C. Escher, Bat/Bird/Bee, 1950

Resim 9, pmm simetri grubundadir. Resimlerdeki isaretli alanlara
yansima ve 180 derecelik dénme islemleri uygulanarak batin
olusturulmustur.

Resim 10: M.C. Escher, Crab, 1963 Resim11: M.C. Escher, Beetle, 1941

Resim 10 ve Resim 11, pmg simetri grubundadir. Resimlerdeki
isaretli alanlara yansima, otelemeli yansima ve 180 derecelik dénme
islemleri uygulanarak bitiin olusturulmustur.
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Resim 12: M.C. Escher, Two Fish, 1941 Resim 13: M.C. Escher, Lizard, 1965

Resim 12 ve Resim 13, pgg simetri grubundadir. Resimlerdeki
isaretli alanlara 180 derecelik dénme ve &telemeli yansima iglemleri
uygulanarak bitln olusturulmustur.

Resim 14: M.C. Escher, Overlapping Prallelograms, 1940

Resim 14, cmm simetri grubundadir. Resimlerdeki isaretli alanlara
180 derecelik dénme, yansima ve Otelemeli yansima iglemleri
uygulanarak bltln olusturulmustur.
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Resim 15: M.C. Escher, Fish, 1964 Resim 16: M.C. Escher, Fish, 1938

Resim 15 ve Resim 16, p4 simetri grubundadir. Resimlerdeki isaretli
alanlara 90 ve 180 derecelik dénme islemleri uygulanarak bitiin
olusturulmustur.

Resim 17: M.C. Escher, Overlapping Curves, 1953 Resim 18: M.C. Escher, Moth, 1944

Resim 17 ve Resim 18, p4m simetri grubundadir. Resimlerdeki
isaretli alanlara 90 ve 180 derecelik dénme, yansima ve o&telemeli
yansima islemleri uygulanarak bitiin olusturulmustur.
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Resim 19: M.C. Escher, Angel-Devil, 1941 Resim 20: M.C. Escher, Bug, 1952

Resim 19 ve Resim 20, p4g simetri grubundadir. Resimlerdeki
isaretli alanlara 90 ve 180 derecelik dénme, yansima ve o&telemeli
yansima islemleri uygulanarak biitiin olusturulmustur.

Resim 21: M.C. Escher, Lizard, 1939 Resim 22: M.C. Escher, Imp, 1938

Resim 21 ve Resim 22, p3 simetri grubundadir. Resimlerdeki isaretli
alanlara 120 derecelik doénme islemleri uygulanarak bitiin
olusturulmustur.
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Resim 23: M.C. Escher, Resim 24: M.C. Escher,
Fish/Duck/Lizard, 1948 Lizard/Fish/Bat, 1952

Resim 23 ve Resim 24, p3m1 simetri grubundadir. Resimlerdeki
isaretli alanlara 120 derecelik dénme, yansima ve otelemeli yansima
islemleri uygulanarak bitiin olusturulmustur.

Resim 25: M.C. Escher, Fish, 1959 Resim 26: M.C. Escher, Two Clowns, 1942

Resim 25 ve Resim 26, p31m simetri grubundadir. Resimlerdeki
isaretli alanlara 120 derecelik dénme, yansima ve otelemeli yansima
islemleri uygulanarak bitiin olusturulmustur.
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Resim 27: M.C. Escher, Fish, 1942 Resim 28: M.C. Escher, Butterfly, 1948

Resim 27 ve Resim 28, p6 simetri grubundadir. Resimlerdeki isaretli
alanlara 60, 120 ve 180 derecelik dénme islemleri uygulanarak bitin
olusturulmustur.

Resim 29: M.C. Escher, Overlapping Curves, 1953

Resim 29, p6m simetri grubundadir. Resimlerdeki isaretli alanlara
60, 120 ve 180 derecelik dénme, yansima ve dtelemeli yansima islemleri
uygulanarak bltln olusturulmustur.

Escher, resimlerinde, bir ya da birkac motifle, hicbiri birbiri Gstline

gelmeyecek ve aralarinda bosluk kalmayacak sekilde oOrilntl
olusturmaya calismisti. Bu ydntem matematikte diizlem doldurma
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problemi ile benzerlik géstermektedir. Dizlem doldurma probleminde
matematikciler daha genel bir yaklagimla bir diizlemde bulunan mozaik
yapidaki simetri gruplarini arastirmaktadirlar. Escher ise bu islemi cesitli
hayvan figiirlerini kullanarak fantastik bir sekilde olusturmustur.

3. Sonug¢

ilk bakista matematik ve sanat; malzemeleri, teknikleri, yéntemleri
ve dogal olarak Grlinleri birbirinden farkli iki alan olarak gérinmektedir.
Oysaki matematik de sanat da, diger bilimler gibi, insanin yasadig
ortami anlama cabasi sonucu dogmustur. Zaman zaman dogaya aykiri
goriinseler de iki alan da doganin soyutlamasi, yorumu ve yeniden
sunumudur. Sayilar ve denklemler dogada yoktur ama resimler ve
heykeller gibi dogayi betimleyip yeniden sunmaktadirlar.

Escher'in yukanda analizi yapilan calismalarinda (Resim 1-29)
sekiller kagidi rastgele dolduruyorlar gibi gorlinseler de, her biri bir
digerinden olusan boslugu dolduracak sekilde yerlestirilmistir. Bu diizen
prensip olarak sonsuza kadar devam ettirilebilmektedir. Escher'in bir cok
calismasinda sonsuzlugun tek bir kagidin sinirlar igerisinde ifade
edilebildigi goriilmektedir. Escher, bir dortgen icerisinde sonsuzluk
yaratma cabasina sonraki cizimlerinde farkli yéntemlerle yaklasmustir.
Her seklin bir bagkasinin belli bir olcege goére kiclltilimis ya da
blyatilmis hali oldugu, strekli tekrarlanan "kendi-benzer" bir sekiller
kiimesi yaratmistir.

Escher'in dlzlem simetri gruplarini kullanarak olusturdugu eserleri
matematiksel sanat alanindaki calismalara onciliik etmistir. Buna ek
olarak, Escher'in i¢ ice gecmis bezemelerle dolu olan gizimleri, diizlemsel
simetri gruplar alaninda calisan matematik¢i ve kristaloglarin
calismalarina da ilham vermeye devam etmektedir.
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